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Até agora o problema era

Dada uma funcdo f(x) determinar a sua funcdo derivada f'(x).

Agora coloca-se o problema inverso

Dada uma funcéo f(x) determinar a fungcdo F(x) tal que

F'(x) = f(x)
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Seja f(x) uma fun¢do com dominio D C R.

Definicao

Chama-se primitiva de f(x) a qualquer fun¢do F(x), definida em D, tal
que
F'(x) = f(x) Vxe D

A primitivacao é a operacdo inversa da derivacdo e escreve-se

P f(x) = F(x)
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Integral

Definicao
Chama-se integral indefinido de f(x) dx a qualquer fungdo F(x) definida
em D tal que

dF(x) =f(x)dx  VxeD

A integracao é a operacdo inversa da diferenciacdo e escreve-se

/ o) che = ()
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Seja F(x) uma primitiva de f(x), isto é, F(x) é tal que
F'(x) = f(x)

A fungdo G(x) = F(x) + C tem derivada
G'(x) = f(x)

ou seja, é também uma primitiva de f(x). Isto significa que existe uma
familia de primitivas de f(x) que diferem apenas de uma constante.
Assim, escrevemos

/f(x) dx = F(x) + C J

x varidvel de integragdo f(x) fungdo integranda
C constante de integracdo
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Consideremos a fungdo y = / f(x)dx, isto é, y = F(x)+ C.

Esta fungdo representa uma familia de curvas no plano XOY', sendo cada
curva obtida de outra por translacdo vertical.

F(x)+C
F(X)
F(x)-C

E possivel determinar a funcdo cuja curva representativa passa num dado
ponto P(xp, yo). Basta substituir xp e yo na equagdo da familia de curvas
para obter Cy = yp — F(xp). A curva que satisfaz a condigdo é

y=Fx)+ G



Integrais Imediatos

u=u(x), meR\{0}, ne€ R\{-1}, a e R*\{1}

1
(u™Y =m-um L /u”-u’dx=—+1u”+1+C
n

(a") = a"-In(a) -

(e¥) =e" -t /e”-u'dx:e”+C

(in(u)) = - -

<=

v dx=Inlul+C
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Integrais Imediatos

u = u(x)
(sen(u)) = cos(u) - v /cos(u) v dx =sen(u)+ C
(cos(u)) = —sen(u) - ' /sen(u) - dx = —cos(u) + C
(tg(v)) = sec®(u) - o' /sec2(u) v dx =tg(u)+ C

(cotg(u)) = —cosec?(u) - v’ /cosecz(u) U dx = —cotg(u) + C




Integrais Imediatos

u = u(x)

(sec(u)) = sec(u) tg(u) - v /sec(u) tg(u) - v’ dx = sec(u) + C

(cosec(u))’ = —cosec(u) cotg(u) - /cosec(u) cotg(u) - v’ dx = —cosec(u) + C

1 1
(arcsen(u)) = A u' /ﬁ -t dx = arcsen(u) + C
1 1
(arctg(v)) = el v / el u' dx = arctg(u) + C
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Propriedades

/kf(x)dxzk/f(x)dx, keR

/ (1) - sl e = / A6 e / k)b

/ (di)’((f(x))) dhe = f00) - €

d;‘i ( / £(x) dx> () J d [ / £(x) dx] ~ F(x)dx J




Integracao por Decomposicao

/(ﬂ(x)+z‘2(x)+...+f,,(x))dx: /fl(x) dx—|—/ f(x) dx+...+/ fo(x) dx

/ki:lfk(x) dx=kz;/fk(x) dx
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Integracao por Decomposicao

Exemplo: / VXA g n s % In2(x) + C
X

5 —3x 5 3
Exemplo: | ——— dx = —arcsen(2x) + -1 —4x2+ C
P V1 — 4x2 2 (24) 4
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Integracdo por Substituicdo
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Integracao por Substituicdo

Seja g uma func¢3o continua, que admite inversa e cuja derivada g’ é
também continua.

x = g(t) dx = g'(t)dt

[reax= [ flete)-g'(e)ae J
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Exemplo 1: / dx = 2arctg(v2x — 1)+ C

1
xv2x —1

1
E lo 2: —1/(2+4x)3 -2V2+ 4 C
xemplo /m 3\/( + 4x) V24 4x +

1+|n )

1
Exemplo 3: / dx = In|In(x)| + 5 In?(x) + C

Exemplo 4: / (1 - i) cos(x — In(x)) dx = sen(x — In(x)) + C
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=asen(t), te€ [—z,q J
/f (x, \/ﬂ) dx X

cos(t)
2cos?(t) = a

Va2 (1 —sen?(t)) = +/a

2sen?(t) = /a

2=/a®—a

Va2 —x

L

sec(t)
a%sec?(t) = a
Va(1+tg’(t) =/

THOR

2= /a2 + a%g

Vva?+x

x = atg(t), te}—
/f(x, \/a2+x2) dx

NS
NS

c(t), te{o,g{u]i,w] J
/f(x, \/x2—a2> dx

)
2tg?(t) = atg(t
(sec?(t) — 1) = v/2’tg*(

2 = /a?(sec

2sec?(t) — a )

2=/a%s

Vx2—a




Substituicdes Trigonométricas

Em geral, se u = u(x)

/f (x, a2 — u2) dx u = asen(t)
Vva? — u? = acos(t)

/f (x, \/m) dx u=atg(t) J
Va2 + u? = asec(t)

/f (X, u? — 32) dx u = asec(t) J

Vu? — a? = atg(t)
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Exemplo 1: / —V1-x2+C
i ®
VA4 x2 =2
Exemplo 2: / +C
P xV4 + x2 ‘
x+1 x2 — 3
Exemp|0 3. /)“/)T_g dX = | 3 § arccos <X> + C
I 1
Exemplo 4: / n() + dx

xIn(x)1/In?(x) — 9

In(x) + 1/In’(x) = 9| 1 (

=In +§ arccos
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Exemplo 2: Calcular / —/
P XV4 + x?

Usando a substituicdo trigonométrica x = 2tg(t), temos dx = 2sec?(t)dt
e

VA +x2 = /4 + 4tg2(t) = /4(1 + tg2(t)) = \/4sec?(t) = 2sec(t),
de onde

1 1 1
= [ v = | e 2O = [ g (o
1 1 1 1 1 1
=3 | s @ =2 sy @ =5 ] sl

cos(t)

1
=5 In |cosec(t) — cotg(t)| + C
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Exemplo 2: (continuacao) Calcular / —/
plo 2: ( ¢do) a2

E agora necessério voltar a varidvel inicial x. Uma vez que x = 2tg(t),

2
temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

4 214 i1 x2
cosec(t) = l—kcotg;z(l“):\/l—i—2:\/XjL :m

X2 X

Substituindo no integral vem

X

Va+x2 2
‘ + x e
X

1 1
| = 5 In |cosec(t) — cotg(t)| + C = 5 In
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Integracao por Partes
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Integracao por Partes

Sejam u = u(x) e v = v(x)

(u-v)=d -v+u-Vv

Integrando ambos os membros

/(u-v)'dx=/u'-vdx—i—/u-v'dx
= u-v:/u’-vdx-l—/u-v'dx

Férmula de Integracdo por Partes

/u’~vdx=u-v—/u-v'dx
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Integracao por Partes

Se v = f(x) e v=g(x)

/a@g@wzﬂng@—/ﬂ@ﬂ@w ]

mmﬂ@=/a@w




Integracao por Partes

Exemplo 1: /In(x) dx = xIn(x) —x+ C

1
Exemplo 2: /arcsen(x) dx = x arcsen(x) + 5\/ 1-x2+C
Exemplo 3: /xexdx:xex—ex-i-C

1 1
Exemplo 4: /xln(x) dx = §x2 In(x) — sz +C
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